
第１３章　チモシェンコはり要素についての疑問第１３章　チモシェンコはり要素についての疑問第１３章　チモシェンコはり要素についての疑問第１３章　チモシェンコはり要素についての疑問(20240126)(20240126)(20240126)(20240126)

　はりの有限要素解析において，主として，ベルヌーイ・オイラー(「オイラー・ベルヌーイ」ともいう)はり要素とチモシェン

コはり要素が用いられる．前者についてはp.295以降に書いてあるので省略することにする．ここでは，チモシェンコは

り要素にかかわるオジサンの素直な謎について述べる．ただし，この稿は正しいかどうか怪しいので，興味ある人はい

ろいろと調べてほしい．

　チモシェンコはり要素は，ベルヌーイ・オイラーはり要素にせん断変形の影響を入れて定式化したものである．せん

断変形自体は，たいていのはり要素に書かれているように，はりの高さが大きいか短いはりの場合に影響を及ぼす．

以下では，チモシェンコはり要素を用いた定式化について追っかけてみよう．
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詳細な定式化の手順を書くと出典がわかってしまうかもしれないのでぼかしておきます．
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となる．この式の右辺は定数で，左辺は の一次関数であることがわかる．あれ？この等式成り立つ？x

　第三の疑問を残したまま，とりあえず定式化を進めていくと，最終的に得られる要素剛性方程式は次のようになる1．
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　この原稿を読んでいる方は，自分の手で式の展開をやってみてほしい．オジサンはしょっちゅうミスをするので，信用

されては困る．普段から疑り深く，注意深くなってほしい．

　以下では，どこでおかしくなったのか考えてみよう．まず，せん断ひずみの考え方である．せん断応力ははりの横断
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See pp.41-46．
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弾性力学からの解弾性力学からの解弾性力学からの解弾性力学からの解

　Timoshenko,S.P. and Goodier,J.N., Theory of Elasticity2 によれば，片持ちはり

モデルとして，右図のように考えると，せん断変形を考慮した片持ちはりの 軸方x

向変位 と 方向変位 は，u
x

y u
y

，u
x
'&

Px 2y

2EI
&

νPy 3

6EI
%
Py 3

6IG
%
Pl 2y

2EI

u
y
'

νPxy 2

2EI
%
Px 3

6EI
&
Pl 2x

2EI
&
Pc 2x

2IG
&
Pl 3

6EI
%
Pl 3

2EI
%
Pc 2l

2IG

整理すると

，u
x
'&

νP

6EI
y 3%

P

6IG
y 3%

P

2EI
(l 2&x 2)y u

y
'

νP

2EI
xy 2%

P

6EI
(2l 3&3l 2x%x 3)%

Pc 2

2IG
(l&x)

となる．ここで， ではりの高さを表しており，はりの自由端は である．2c x'0

　この式から， の第３項は の第２項に起因する項であり，また， において を含む項は に無関係であることがu
x

u
y

u
y

G u
x

わかる．ひずみ成分を求めると，

， ，g
x
'
Mu

x

Mx
'&

P

EI
xy g

y
'
Mu

y

My
'

νP

EI
xy γ

xy
'
Mu

x

My
%
Mu

y

Mx
'

P

2IG
(y 2&c 2)

である．せん断ひずみは の第２項と の第３項が寄与する．u
x

u
y

　ベルヌーイ・オイラーはり要素においては，せん断ひずみを使わないので， の式の第三項で がたわみu
x

P

2EI
(l 2&x 2)

関数の微係数であることから で表される． の式の第一，第二項は に無関係なのでチモシェンコはりU
ij
(x,y)'&y

dv
ij

dx
u
x

x

要素の最初の における の置き方は不自然である，一方，第二の において，U
ij
(x,y)'&y

dv
ij

dx
%φ

zij
φ
zij

(x) V
ij
(x,y)'v

ij
(x)

はベルヌーイ・オイラーはりのたわみ関数を前提としているが，上に挙げた の式の第三項にせん断弾性係数をv
ij
(x) u

y

含むことから， は とおかれるべきである．V
ij
(x,y)'v

ij
(x) V

ij
(x,y)'v

ij
(x)%φ

zij
(x)

　後のために，上に挙げた弾性力学からの式を少し整理しておく．せん断変形を考慮した片持ちはりの自由端のたわ

みは，

v|
x'0,y'0'uy|x'0,y'0'

Pl 3

3EI
%
Pc 2l

2IG

で表される． として，c'
h

2

v|
x'0,y'0

'u
y
|
x'0,y'0

'
Pl 3

3EI
%
Ph 2l

8IG
'
Pl 3

3EI
%
Ph 2l

4EI
(1%ν)'

Pl 3

3EI
1%

3

4
(1%ν)

h 2

l 2

である．自由端における角度変化量は

/00
dv

dx
x'0,y'0

' /000
du

y

dx
x'0,y'0

'&
Pl 2

2EI
z

%(1%ν)
Ph 2

4EI
z

である．

　 の第二項に注目して を計算してみると， であるからv|
x'0,y'0

v
x'l,y'0

&v
x'0,y'0

l
v|
x'l,y'0

'0



v|
x'l,y'0

&v|
x'0,y'0

l
'&(1%ν)

Ph 2

4EI
z

となる．この量は の第二項と同じであることがわかるだろう．つまり，片持ちはりのいたるところ，せん断によっ/00
dv

dx
x'0,y'0

て同じ量のずれが生じていることになる．

新定式化新定式化新定式化新定式化

　上述の，弾性力学からの解を参考に，はりの横断面内のせん断ひずみを次のように仮定する．
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が得られる．以上のことから，ここで述べた「新定式化新定式化新定式化新定式化」では弾性力学の解と矛盾しないことがわかる．
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のでわからないが，普通の構造物では問題になりそうもないような気がする．
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　AC間の要素剛性方程式から支点反力と固定モーメントは
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　ここでは，「チモシェンコはり要素」と呼ばれるはり要素に関する疑問についていろいろ考えてきた．機械系ではこの

種の要素をあまり使っていないように思うが，たまたまこの要素を目にしたので定式化を追っかけてみただけである．こ

こで考えてきたことは100%正しいわけではないだろう．オジサンはそれなりの高齢者なので，高齢者独特の思い込み

や考え違いなどあると思う．そう考えてこの雑文を読んでほしい．

　上述したような新たな角度変化を導入する考え方は，Timoshenko,S.P. and Gere,J.M. によるTheory of Elastic

Stabilityのpp.132-135の「2.17. The Effect of Shearing Force on the Critical Load」にある．もっとも，著者はこれ以外詳

細な文献検索を行っていないので，興味ある読者は探してほしい．

　座屈の問題は材料力学の中では特殊で，第７章で扱ったように変形後の状態を考えて式を立てる必要がある．その

ため角度変化が生ずると考えてもよい．一方，材料力学や構造力学など線形問題として微小変形を扱う場合は通常，

変形後の状態を考えないので，横断面がたわみ角変化に加えてせん断力あるいはせん断応力によって角度変化す

ると仮定すると矛盾が生じてくる．これが，上述の第三の疑問第三の疑問第三の疑問第三の疑問である．

　微小変形の範囲内では，せん断によって生ずるのは横断面の「ずれ」であるので，材料力学のはりの問題でこのず

れが入ってこないことに問題があるかもしれないが，はりは横断面の寸法に比べてスパンが十分長いためずれの影響

はほとんどない．実際，上に述べた例題の前の「かなり太短いはり」の例からみても想像できるだろう．あえて「チモシェ

ンコはり要素」に変わる(?)要素は上に述べた「新定式化新定式化新定式化新定式化」で，弾性力学の解と矛盾しない．
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　特に定めないと書いた関数 をあえて定めると次のようである． から， であるので，f(y) A1'mAf(y)
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となる．この関数は，この「新定式化新定式化新定式化新定式化」の最初の式で導入した「せん断力に対する有効せん断面積」に相当する面積を

導くための調整のための関数であるので，今のところ物理的意味は考えないことにする．他の断面形状においても特

に定める必要もないだろう．しかし，教科書，p.55，例題4.4の解答に書いた[ ]内の関数にちょっと似ている．


